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Resumo
O presente artigo tem por objetivo testar a hip￿tese de contÆgio entre
os ￿ndices dos mercados ￿nanceiros dos Estados Unidos, Brasil, Japªo e
Inglaterra para o per￿odo de 2000 a 2009. C￿pulas variantes no tempo
foram usadas para captar o impacto da crise do Subprime na dependŒn-
cia entre mercados. O modelo implementado foi um modelo ARMA(1,0)
st-GARCH(1,2) para as distribui￿ıes marginais e c￿pulas Normal e Joe-
Clayton (SJC) para a distribui￿ªo conjunta. Os resultados obtidos per-
mitem concluir que tanto para a c￿pula gaussiana quanto para a c￿pula
SJC hÆ evidŒncias de contÆgio entre o mercado americano e o mercado
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1brasileiro. Para os outros dois mercados londrino e japonŒs, as evidŒn-
cias da presen￿a de contÆgio entre estes mercados e o americano nªo
mostraram-se su￿cientemente claras em ambas as c￿pula
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Resumo
This article aims to test the hypothesis of contagion between the in-
dices of ￿nancial markets from the United States to Brazil, Japan and
England for the period 2000 to 2009. Time varying copulas were used to
capture the impact of Sub-prime crisis in the dependence between mar-
kets. The implemented model was a ARMA(1,0) st-ARCH(1,2) to the
marginal distributions and Normal and Joe- Clayton (SJC) copulas for
the joint distribution. The results obtained allow to conclude that both
for the gaussiana copula and for the SJC copula there is evidence of con-
tagion between the American market and the Brazilian market. For the
other two markets Londoner and Japanese, the evidence of the presence
of contagion between these markets and the American has not been suf-
￿ciently clear in both copula.
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1 Introdu￿ªo
As medidas de dependŒncia entre mercados ￿nanceiros exercem notÆvel in-
￿ uŒncia e sªo de extensa aplica￿ªo. Administradores de carteiras exploram
2as correla￿ıes entre mercados de modo a se bene￿ciar da diversi￿ca￿ªo inter-
nacional. Formuladores de pol￿tica monitoram a dependŒncia entre mercados
￿nanceiros a ￿m de avaliar a possibilidade de contÆgio ￿nanceiro.
O presente artigo testa a hip￿tese de contÆgio ￿nanceiro entre quatros mer-
cados selecionados seguindo-se a metodologia de c￿pulas.
A hip￿tese da ocorrŒncia de contÆgio ￿nanceiro entre mercados desenvolveu-
se principalmente a partir de crises ￿nanceiras que ocorreram na dØcada de 90.
O corpo te￿rico que abrange tal hip￿tese consiste na identi￿ca￿ªo dos canais de
transmissªo internacional de choque e na avalia￿ªo de sua estabilidade durante
os per￿odos de crise, i.e. da sua intensidade na transmissªo de choques. No
presente estudo, contÆgio ￿nanceiro serÆ interpretado como um aumento signif-
icantivo das conexıes entre mercados ap￿s choque em um pa￿s espec￿￿co. Tal
de￿ni￿ªo se encaixa na classe de de￿ni￿ıes de contÆgio, identi￿cada e denomi-
nada por Rigobon (2002) de shift-contagion. A presen￿a do fen￿meno, portanto,
serÆ evidenciada por meio de uma quebra estrutural do comportamento padrªo
da dependŒncia entre os mercados. De acordo com Forbes e Rigobon (2002), o
uso desta de￿ni￿ªo apresenta a vantagem da nªo necessidade de explicita￿ªo do
canal de transmissªo do choque.
A vantagem da modelagem do contÆgio ￿nanceiro por meio de fun￿ıes c￿pu-
las Ø evidente, posto que tomam as medidas de dependŒncia como protago-
nista de seus corpos te￿ricos. A teoria de c￿pulas Ø uma metodologia de mod-
elagem de distribui￿ıes multivariadas. Como alicerce principal, admite que
toda distribui￿ªo multivariada pode ser decomposta em uma estrutura para
3as distribui￿ıes marginais e uma estrutura de dependŒncia, representada pelas
fun￿ıes c￿pulas que, por sua vez, "ligam"as distribui￿ıes marginais numa estru-
tura œnica. A metodologia sobressai-se a outras abordagens alternativas, e.g.
valores extremos, por modelar toda a distribui￿ªo conjunta das variÆveis, for-
nencendo alØm de medidas de loca￿ªo e dispersªo, e.g. mØdia e vari￿ncia, outras
medidas de dependŒncia como dependŒncias de cauda e correla￿ıes de postos.
Nªo se questiona o extraordinÆrio avan￿o dos instrumentos ￿nanceiros e do
setor de tecnologia de informa￿ªo, que reduziram as barreiras para a movimen-
ta￿ªo da informa￿ªo e pode-se inferir que os mercados ￿nanceiros, de forma
geral, estejam mais interligados. Entretanto, nªo Ø poss￿vel a￿rmar que estes
mercados estejam mais suscest￿veis a contÆgio ￿nanceiro. De acordo com o Global
Financial Report, FMI (2008), com a recente crise do Subprime, iniciada nos
Estados Unidos, a hip￿tese de descolamento1 (que pode ser interpretada como
hip￿tese de nªo-contÆgio) das economias emergentes foi posta a teste.
Este artigo esta organizado da seguinte forma. Na se￿ªo 2 Ø feita uma
concisa revisªo bibliogrÆ￿ca acerca da teoria de contÆgio ￿nanceiro expondo,
inclusive, de￿ni￿ıes e alguns estudos sobre contÆgio ￿nanceiro envolvendo o
Brasil. A se￿ªo 3 apresenta a teoria de c￿pulas, destacando sua ￿nalidade
para modelagem de distribui￿ıes multivariadas. A se￿ªo 4 introduz algumas
medidas de dependŒncia, objeto de estudo na teoria de contÆgio. Por ￿m, a
teoria de c￿pulas condicionais e o mØtodo para modelagem do fen￿meno contÆgio
sªo tratados na se￿ªo 5. Na se￿ªo 6 as evidŒncias emp￿rica deste artigo, os
1Do inglŒs decoupling.
4princ￿pios, testes e procedimentos sªo apresentadas e na se￿ªo 7 sªo apresentadas
as conclusıes.
2 ContÆgio ￿nanceiro
De acordo com Edwards (2000), a literatura sobre contÆgio desenvolveu-
se a partir das crises ￿nanceiras da dØcada de 90, que se espalharam para os
pa￿ses emergentes. Mesmo antes da crise ￿nanceira mexicana de 1995, estudos e
investiga￿ıes relacionados ao tema jÆ constitu￿am parte da literatura econ￿mica.
Em pesquisa realizada pelo mesmo autor no EconLit para o per￿odo de 1969-
2000, de 147 estudos onde a palavra ￿contÆgio￿apresentava-se no abstract e/ou
t￿tulo, apenas 17 datavam de Øpocas anteriores ￿ 1990.
No que se refere-se ￿s principais crises ￿nanceiras dos œltimos anos, encontram-
se trabalhos sobre contÆgio aplicados ￿ crise do MØxico de 1995 (desvaloriza￿ªo
do peso mexicano em dezembro de 1994), ￿ crise asiÆtica de 1997 (desvaloriza￿ªo
da moeda tailandesa em julho de 1997), ￿ crise russa de 1998 (com a declara￿ªo
de morat￿ria do pa￿s em agosto de 1998), ￿ desvaloriza￿ªo do Real em janeiro
de 1999, ￿s quedas das a￿ıes das empresas de tecnologia ao ￿m de 2000, ￿ crise
argentina em 2001 (com o colapso do currency board em dezembro de 2001), e
mais recentemente ￿ crise do Subprime em 2007 com a subseq￿ente quebra do
Banco Lehman Brothers no segundo semestre de 2008.
Ressalta-se que muito embora o fen￿meno contÆgio tenha se iniciado a partir
de crises ￿nanceiras em mercados emergentes, nªo se restringe apenas a estes. ￿
5poss￿vel encontrar uma sØrie de estudos acerca de contÆgio ￿nanceiro entre pa￿ses
desenvolvidos, como por exemplo, sobre a crise do Exchange Rate Mechanism
em 1992, que atingiu vÆrios pa￿ses da Europa, ver Favero e Giavazzi (2000).
Segundo Rigobon (2002), acredita-se que o estudo do contÆgio come￿ou com
as trŒs grandes crises ￿nanceiras de meados dos anos 90 (mexicana, asiÆtica
e russa) que colocaram vÆrios pa￿ses em desenvolvimento sob intenso estresse
￿nanceiro. Ainda, o autor a￿rma que a propaga￿ªo das crises da `sia e da
Rœssia, diferentemente da crise mexicana, ainda Ø de dif￿cil explica￿ªo tendo-se
como base apenas as teorias2 existentes sobre o assunto.
2.1 De￿ni￿ıes de contÆgio ￿nanceiro
Embora nªo exista uma concord￿ncia clara que re￿ra-se ￿ de￿ni￿ªo de con-
tÆgio e ￿ sua identi￿ca￿ªo emp￿rica/cient￿￿ca, pode-se estabelecer certa iden-
tidade comum em todas as suas de￿ni￿ıes: crises econ￿micas em fase inicial
podem propagar-se para outros pa￿ses por meio do aumento das conexıes entre
os pa￿ses envolvidos (Rigobon (2002)).
Claessens et al. (2000) de￿nem contÆgio como a propaga￿ªo de perturba￿ıes
no mercado de um pa￿s para o mercado de um outro pa￿s, evidenciadas por meio
de co-movimentos nas taxas de c￿mbio, pre￿os de a￿ıes, ￿ uxos de capitais e
spreads soberanos.
Entre as de￿ni￿ıes apresentadas em Pericoli e Sbracia (2003) estÆ a que
2Nas palavras do autor: ￿Era quase imposs￿vel se prever qual seria o pr￿ximo pa￿s a ser
atingido￿(tradu￿ªo).
6considera contÆgio ￿nanceiro um aumento signi￿cante da probabilidade de crise
em um pa￿s, condicional a uma crise em outro pa￿s. Trata-se esta da de￿ni￿ªo
tambØm utilizada no estudo de Eichengrenn et al. (1996) que pretenderam
veri￿car se a ocorrŒncia da crise cambial em pa￿s aumenta a probabilidade de
ataques especulativos em outros pa￿ses. Ap￿s anÆlise, nos œltimos trinta anos, de
vintes pa￿ses industrializados os autores encontraram evidŒncias de que o canal
de transmissªo de comØrcio entre pa￿ses aumenta a probabilidade de contÆgio
durante crise cambiais.
Como apontado por Pericoli e Sbracia (2003), qualquer corpo te￿rico sobre
contÆgio deve ser capaz de i) identi￿car quais sªo os canais de transmissªo inter-
nacional do choque e ii) veri￿car se estes sªo estÆveis, i.e. se hÆ descontinuidades
nesses canais, se hÆ canais ativos apenas em per￿odos de crise, etc.
Seguindo a taxionomia adotada por Rigobon (2002), Ø poss￿vel agrupar as
distintas de￿ni￿ıes de contÆgio em duas classes: shift-contagion e contÆgio puro.
A primeira classe de contÆgio ￿shift contagion ￿engloba todas as de￿ni￿ıes
relacionadas a aumentos signi￿cativos dos mecanismos de propaga￿ªo de choques
entre pa￿ses. Nestas, as transmissıes de choques durante per￿odos de estabili-
dade econ￿mica sªo admitidas como um canal estÆvel de propaga￿ªo. Intuiti-
vamente, havendo aumento de intensidade na transmissªo dos choques durante
os per￿odos de crise econ￿mica em rela￿ªo aos per￿odos de estabilidade, esse au-
mento pode ser considerado contÆgio. Assim, as rela￿ıes entre mercados podem
ser mensuradas por diversas estat￿sticas como a correla￿ªo entre os retornos de
ativos ￿nanceiros, a probabilidade de um ataque especulativo e a transmissªo
7de choques ou volatilidade.
Nota-se que esta classe de de￿ni￿ıes encara o fen￿meno do contÆgio como
um aumento na intensidade das rela￿ıes entre os pa￿ses, sem focar em como
essa mudan￿a ocorre. As de￿ni￿ıes de Claessens et al. (2000) e Eichengrenn et
al. (1996) situam-se aqui.
A segunda classe de contÆgio ￿contÆgio puro ￿foca no tipo de mecanismo
de propaga￿ªo que transmite o choque. O princ￿pio base dessas de￿ni￿ıes Ø
considerar apenas os choques que nªo sªo transmitidos pelos canais padrıes de
transmissªo (e.g. rela￿ıes comerciais) e que, portanto, nªo podem ser explicados
pelos fundamentos econ￿micos, como contÆgio. Assim, a presen￿a de contÆgio
￿ca evidenciada pelos excessos de transmissªo de choques que nªo sªo explicados
pelos fundamentos econ￿micos-￿nanceiros do pa￿s.
A principal vantagem desta segunda classe com rela￿ªo a primeira (shift
contagion), segundo Rigobon (2002), estÆ em sua de￿ni￿ªo extensa de contÆgio.
Nas de￿ni￿ıes pertencentes a contÆgio puro, os mecanismos de transmissªo de
choques sªo explicitamente modelados e, portanto, apresentam uma resposta
de como o fen￿meno contÆgio se manifesta. Na prÆtica, entretanto, a vantagem
pode tornar-se inconveniente, posto que a implementa￿ªo emp￿rica necessÆria
para testar essa classe de de￿ni￿ıes Ø consideravelmente mais complexa do que
no caso do shift contagion. Na maior parte dos estudos relacionados a contÆgio
puro, o contÆgio Ø tratado como o res￿duo de uma regressªo (i.e. a propa-
ga￿ªo que nªo Ø explicada pelos canais explicitamente modelados). Assim, se
algum canal relevante de transmissªo nªo for considerado na especi￿ca￿ªo, as
8conclusıes da anÆlise emp￿rica poderªo ser viesadas.
No presente estudo, contÆgio ￿nanceiro Ø de￿nido como o aumento signif-
icante das conexıes entre mercados ap￿s choque em um pa￿s espec￿￿co, nos
moldes da classe de shift-contagion. Dessa forma, a presen￿a de contÆgio ￿nan-
ceiro se provarÆ por meio de uma quebra (estrutural) do comportamento padrªo
dessas rela￿ıes entre pa￿ses. De acordo com Forbes e Rigobon (2002), o uso desta
de￿ni￿ªo apresenta a vantagem da nªo necessidade de explicita￿ªo do canal de
transmissªo do choque. E dada a extensa literatura sobre canais de propaga￿ªo
internacional de choques, ao de￿nir-se contÆgio como retro-proposto, evita-se a
necessidade de mensura￿ªo e diferencia￿ªo desses diversos canais de transmissªo
de choques. Tal proveito deverÆ estender-se tambØm a questıes emp￿ricas, posto
nªo ser poss￿vel observar todos os canais de transmissªo de choques entre pa￿ses
(a de￿ni￿ªo em questªo contorna tal restri￿ªo ao considerar toda informa￿ªo
dispon￿vel pelas observa￿ıes em per￿odos de estabilidade econ￿mica).
Patton (2009) identi￿ca, porØm, uma relevante di￿culdade enfrentada ao se
utilizar essa de￿ni￿ªo, visto que a mesma exige a proposi￿ªo de um ponto de
referŒncia para o que seria um n￿vel normal (padrªo) de dependŒncia entre mer-
cados, devendo este ser estabelecido antes de se testar a hip￿tese da ocorrŒncia
de contÆgio.
Outra limita￿ªo, apresentada por Rigobon (2002), reside no fato de a de￿ni￿ªo
aqui pretendida ser aplicÆvel apenas no sentido a￿rmativo e nªo no sentido re-
stritivo. Em outras palavras, a presen￿a de um aumento da intensidade dos
co-movimentos nos pre￿os de mercados, condicionada a uma crise ocorrendo em
9um pa￿s espec￿￿co, Ø manifesta￿ªo de contÆgio ￿nanceiro. JÆ a ausŒncia dessa
mudan￿a nos canais de transmissªo nªo pode ser considerada uma evidŒncia da
inexistŒncia de contÆgio. Segundo o autor, a de￿ni￿ªo, portanto, nªo permite
testar a ausŒncia de contÆgio ￿nanceiro uma vez que nªo explicita um canal
espec￿￿co de transmissªo de choques.
Por ￿m, vale ressaltar - princ￿pio bÆsico da teoria sobre investimento - que
grande parte dos distœrbios econ￿micos sªo idiossincrÆticos a cada pa￿s, de modo
que os mercados de a￿ıes em diferentes pa￿ses devem apresentar, relativamente,
baixas correla￿ıes. A correla￿ªo entre mercados nacionais Ø um dos principais
elementos para administra￿ªo de carteiras internacionais e a diversi￿ca￿ªo in-
ternacional entre mercados permite reduzir o risco total dessas carteiras sem,
aparentemente, sacrif￿cios sobre o retorno. Entretanto, se as correla￿ıes entre
mercados aumentam ap￿s um choque negativo, i.e. em per￿odos onde os bene-
f￿cios da diversi￿ca￿ªo do risco sªo mais demandados, a evidŒncia do fen￿meno
contÆgio ￿nanceiro pode ser interpretada como contrÆria ￿ e￿cÆcia da diversi￿-
ca￿ªo internacional, por reduzir o risco de uma carteira em per￿odos de crise.
2.2 Testes emp￿ricos sobre contÆgio
Como visto na se￿ªo anterior, uma teoria sobre contÆgio deve ser capaz de
identi￿car os canais de transmissªo do choque e veri￿car se estes sªo estÆveis
ou ativos apenas em per￿odos de crise.
As di￿culdades economØtricas enfrentadas na modelagem de contÆgio devem-
se basicamente ao fato do fen￿meno ser, muitas vezes, mensurado com variÆveis
10de freq￿Œncia diÆria, por exemplo retornos dos mercados de a￿ıes, taxas de ju-
ros, spread soberano e taxas de c￿mbio. Dentre os problemas que essas variÆveis
apresentam, Rigobon (2001) aponta para os seguintes: viØs de omissªo, simul-
taneidade, heteroscedasticidade condicional e incondicional, correla￿ªo serial,
nªo linearidade e a nªo normalidade.
Tomando-se como exemplo os retornos diÆrios sob a ￿tica do mercado ￿nan-
ceiro, estes apresentam heteroscedasticidade condicional e incondicional, cor-
rela￿ªo serial e sªo nªo-normais. Sob a perspectiva macroecon￿mica, retornos
internacionais sªo simultaneamente determinados e estªo constantemente su-
jeitos a choques comuns e nªo observÆveis como mudan￿as de expectativa do
investidor e choques de liquidez.
Dentre as principais metodologias para se mensurar contÆgio ￿nanceiro,
encontram-se na literatura estudos envolvendo o coe￿ciente de correla￿ªo linear,
modelos de componentes principais, regressıes lineares, modelos logit-probit e,
mais recentemente, os modelos GARCH multivariados, regressıes quant￿licas e
a modelagem por c￿pulas. Uma recomendÆvel revisªo bibliogrÆ￿ca de algumas
metodologias utilizadas para mensurar o contÆgio ￿nanceiro pode ser encontrada
em Rigobon (2001).
2.3 ContÆgio ￿nanceiro no Brasil
Entre os primeiros trabalhos realizados sobre o tema, destaca-se, dentro
do prop￿sito aqui pretendido, o de Baig e Goldfajn (2000), que examina a
ocorrŒncia de contÆgio na crise russa com rela￿ªo ao Brasil, atravØs da anÆlise
11dos spreads de t￿tulos Brady e ￿ndices de mercado de a￿ıes. Os autores, dotando-
se de uma tØcnica de ajuste dos coe￿cientes de correla￿ªo, proposta por Forbes
e Rigobon (2002)3, concluem a ocorrŒncia do contÆgio, por meio de uma parada
sœbita no ￿ uxo de capitais para Brasil e Rœssia, sob o mecanismo de propaga￿ªo
do mercado de t￿tulos da d￿vida.
O estudo de Mendes (2005) se distingue por utilizar uma metodologia semel-
hante ￿ empregada neste estudo. A autora procura, por meio da teoria de
c￿pulas, evidŒncias de excesso de co-movimentos entre mercados que nªo sejam,
necessariamente, explicados por teorias econ￿micas. A anÆlise Ø feita para sete
mercados de a￿ıes da AmØrica Latina, `sia e `frica. Dentre os resultados en-
contrados, destaca-se o aumento de dependŒncia durante perdas conjuntas, para
os pares de pa￿ses Argentina e MØxico e Brasil e MØxico.
Em Mar￿al e Valls Pereira (2008), testa-se a hip￿tese de contÆgio ￿nanceiro
no mercado de t￿tulos soberanos de quatros pa￿ses emergentes (Brasil, Argentina,
MØxico e Rœssia) durante as crises da dØcada de 90. O teste Ø feito a partir de
diferentes modelos de volatilidade multivariada. Os resultados evidenciaram que
as estruturas de volatilidade nªo foram constantes durantes as crises ￿nanceiras
do per￿odo.
No recente trabalho de Mar￿al et al. (2010), os autores seguem percurso
ainda mais rigoroso ao analisarem a presen￿a de contÆgio ￿nanceiro condicionada
aos fundamentos econ￿micos espec￿￿cos de cada pa￿s. O procedimento de ajuste
por meio de fundamentos foi muito bem exposto no trabalho de Pesaran e Pick
3O artigo usado por Baig e Goldfajan foi o texto para discussªo do MIT de 1998.
12(2007). Nele, os autores investigam as condi￿ıes sob as quais o fen￿meno do
contÆgio pode ser diferenciado de movimentos de interdependŒncia4.
Em Mar￿al et al. (2010), a partir da utiliza￿ªo de modelos multivariados
DCC, testa-se a hip￿tese de contÆgio entre os pa￿ses da AmØrica Latina e `sia
durante as crises ￿nanceiras ocorridas entre 1994 e 2003. Entre os resultados, os
autores apresentam evidŒncias de contÆgio regional na AmØrica Latina e `sia, e
contÆgio ￿nanceiro da `sia para AmØrica Latina. Os resultados apontam ainda
para os Estados Unidos como vetor de contÆgio para os pa￿ses da AmØrica Latina
e o Japªo, como vetor de contÆgio para pa￿ses da `sia e AmØrica Latina.
Por ￿m, vale a men￿ªo ao recente estudo feito por Souza e Tabak (2009),
como exemplo ilustrativo da aplicabilidade da teoria de contÆgio ￿nanceiro.
Estes autores estendem a de￿ni￿ªo de contÆgio para investigar sua ocorrŒncia
entre os mercados bancÆrios, durante a crise do Subprime. Considerando uma
amostra de 48 pa￿ses e realizando testes com base na metodologia proposta por
Forbes e Rigobon (2002), os autores criaram um ranking dos pa￿ses que mais
sofreram contÆgio. No que se aplica ao Brasil, concluem que, de maneira geral,
o efeito do contÆgio sobre os bancos brasileiros foi limitado.
3 Introdu￿ªo ￿ c￿pulas
A teoria de c￿pulas estÆ diretamente ligada ￿ teoria de modelagem de dis-
tribui￿ıes multivariadas e, portanto, ao conceito de dependŒncia.
4A grosso modo, movimentos de interdependŒncia sªo co-movimentos entre mercados que
sªo explicados por fundamentos econ￿micos
13Com efeito, toda distribui￿ªo multivariada possui informa￿ıes sobre as dis-
tribui￿ıes marginais e sobre as rela￿ıes de dependŒncia entre as variÆveis.
A modelagem da distribui￿ªo multivariada por c￿pulas permite isolar dessa
estrutura de dependŒncia a estrutura das distribui￿ıes marginais, permitindo,
como apontado por McNeil, et al. (2005), uma modelagem das distribui￿ıes
multivariadas do ￿espec￿￿co para o geral￿ .
A teoria de c￿pulas possibilita a combina￿ªo das distribui￿ıes marginais com
uma variedade de modelos de dependŒncia representados pelas fun￿ıes c￿pulas.
Para simpli￿car a exposi￿ªo, a teoria apresentada focarÆ apenas nas distribui￿ıes
bivariadas, muito embora seja aplicÆvel tambØm a dimensıes maiores.
3.1 C￿pulas
Antes de apresentar o Teorema de Sklar ￿base para a teoria de c￿pulas e pelo
qual se faz a liga￿ªo entre a fun￿ªo c￿pula e a distribui￿ªo conjunta ￿a fun￿ªo
c￿pula associa o plano unitÆrio (no caso bidimensional) ao intervalo unitÆrio.
Ou alternativamente, e de acordo com Nelsen (2006), c￿pulas sªo distribui￿ıes
conjuntas cujas distribui￿ıes marginais sªo uniformes no intervalo (0;1).
3.1.1 Transforma￿ªo Integral de probabilidade
Uma fun￿ªo c￿pula possui informa￿ıes, a respeito da distribui￿ªo conjunta,
que nªo pertencem ￿s distribui￿ıes marginais. O isolamento das informa￿ıes
contidas nas distribui￿ıes marginais Ø obtido pela transforma￿ªo integral de
probabilidade, tambØm conhecida como transforma￿ªo quant￿lica.
14Seja Fi a fun￿ªo de distribui￿ªo de uma variÆvel Yi, a fun￿ªo quant￿lica de
Fi Ø de￿nida para todo u 2 (0;1) pela sua inversa generalizada5, como segue
F 
i (u) = inf fyi 2 R : Fi (yi) ￿ ug (1)
Assim, a transforma￿ªo integral de probabilidade assegura que Yi distribui-se
de forma Fi. De￿nindo as variÆveis aleat￿rias U1 e U2 como Ui ￿ Fi (Yi),
entªo Ui distribui-se uniformemente no intervalo unitÆrio (0;1). Vale ressaltar
que a rec￿proca tambØm Ø vÆlida, i.e. se Ui ￿ Uniforme(0;1) entªo para Yi
￿ F 
i (Ui), temos Yi ￿ Fi.
3.2 Teorema de Sklar
Pelo Teorema de Sklar (1959), Ø poss￿vel obter a distribui￿ªo conjunta de um
vetor de variÆveis a partir da fun￿ªo c￿pula e das transforma￿ıes das variÆveis
em suas respectivas distribui￿ıes marginais uniformes, como segue:
F (y1;y2) = P(Y1 ￿ y1;Y2 ￿ y2)
= P(U1 ￿ F1 (y1);U2 ￿ F2 (y2))
= C (F1 (y1);F2 (y2))
(2)




@y1@y2 f1 (y1)f2 (y2)
= c(u1;u2)f1 (y1)f2 (y2)
(3)
5A inversa generalizada F  Ø a fun￿ªo inversa F￿1, quando F Ø cont￿nua e estritamente
crescente. A fun￿ªo inversa pode, portanto, ser considerada como um caso espec￿￿co da inversa
generalizada. Para uma leitura mais aprofundada, ver Magalhªes (2006).
15onde c(￿) Ø a fun￿ªo de densidade c￿pula6.
Assim, a fun￿ªo c￿pula contØm informa￿ıes, sobre a distribui￿ªo conjunta,
que nªo estªo presentes nas distribui￿ıes marginais. Ao converter-se, por meio
da transforma￿ªo quant￿lica, as variÆveis Y1 e Y2 em variÆveis uniformes, a
informa￿ªo das distribui￿ıes marginais serÆ ￿ltrada, posto que U1 e U2 serªo
uniformes (0;1), independente de F1 e F2. Segundo Patton (2002), por essa
razªo a fun￿ªo c￿pula tambØm Ø conhecida como fun￿ªo de dependŒncia.
3.3 Fun￿ıes c￿pulas
Essa se￿ªo apresenta de maneira sucinta as fun￿ıes c￿pulas. que serªo uti-
lizadas neste artigo.
A fun￿ªo c￿pula gaussiana serÆ de￿nida a seguir. Supondo Y1 e Y2 duas
variÆveis que se distribuem conjuntamente como uma distribui￿ªo gaussiana
bivariada, com coe￿ciente de correla￿ªo linear ￿, i.e.
F (y1;y2) = ￿￿ (y1;y2)
As distribui￿ıes marginais serªo distribui￿ıes gaussianas univariadas, i.e. F1 (y1) =
￿(y1) e F2 (y2) = ￿(y2). Assim, pela transforma￿ªo quant￿lica, y1 = ￿￿1 (u1)
e y2 = ￿￿1 (u2). A representa￿ªo da c￿pula gaussiana Ø dada por












6A relev￿ncia da fun￿ªo de densidade copula ￿ca evidente na sua utiliza￿ªo na constru￿ªo
das fun￿ıes verossimilhan￿as para estima￿ªo dos par￿metros das copulas, que Ø baseada no
mØtodo de mÆxima verossimilhan￿a.
16A c￿pula gaussiana Ø, portanto, a fun￿ªo de dependŒncia associada a uma
normal bivariada, e embora nªo possua uma f￿rmula fechada, sua forma fun-




















onde ￿ 2 (￿1;+1). Assim, ￿ medida que o coe￿ciente de correla￿ªo linear se
aproxima dos limites de seu dom￿nio, a dispersªo das variÆveis uniformes u1 e
u2 no quadrado unitÆrio diminui.
Outro exemplo de fun￿ªo c￿pula Ø a Joe-Clayton, tambØm conhecida como
c￿pula BB7 de Joe (1997). Essa fun￿ªo c￿pula Ø constru￿da a partir da trans-
forma￿ªo de Laplace da c￿pula Clayton, e sua especi￿ca￿ªo Ø dada por
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onde ￿ ￿ 1 e ￿ > 0. Dentre as propriedades dessa fun￿ªo c￿pula, destaca-
se que ela converge para a c￿pula Clayton para ￿ = 1, e para ￿ ! 1 ou
￿ ! 1 a fun￿ªo CJC atinge a fronteira superior de Fr• echet-Hoe⁄ding7. Outra
propriedade œtil dessa fun￿ªo Ø o fato de que ￿ e ￿ sªo diretamente relacionados
com as medidas de dependŒncia de cauda, que captam o comportamento de
variÆveis aleat￿rias durante eventos extremos.
7Veja Trivedi & Zimmer (2007)
173.4 MØtodos de estima￿ªo
A principal metodologia de estima￿ªo utilizada Ø o mØtodo da mÆxima
verossimilhan￿a (MV) e a estima￿ªo pode ser feita por meio de trŒs aborda-
gens distintas: MVE (MÆxima Verossimilhan￿a Exata), IM (InferŒncia para as
Marginais) e MVC (MÆxima Verossimilhan￿a Can￿nica).
3.4.1 MÆxima Verossimilhan￿a Exata
Seja fy1;t;y2;tg
T
t=1 uma amostra aleat￿ria de duas variÆveis de interesse com
T observa￿ıes. Pelo Teorema de Sklar, a distribui￿ªo conjunta dessas variÆveis
Ø descrita por C (F1 (y1;t);F2 (y2;t)). A fun￿ªo log-verossimilhan￿a Ø obtida a











onde, ￿ Ø um vetor de par￿metros que inclui os par￿metros da c￿pula e das
distribui￿ıes marginais. O estimador MV ￿b ￿MV E ￿Ø determinado por
b ￿MV E = argmax
￿2￿
l(￿)
Os par￿metros das distribui￿ıes marginais e da fun￿ªo c￿pula sªo estimados
conjuntamente. Uma desvantagem, apontada por BouyØ et al. (2000) e Patton
(2002), ￿ca evidente ao utilizar-se a abordagem MVE para distribui￿ıes com
grandes dimensıes. O mØtodo torna-se computacionalmente intensivo, uma vez
que a maximiza￿ªo Ø feita numericamente ￿ nªo hÆ solu￿ªo anal￿tica para a
maximiza￿ªo da fun￿ªo log-verossimilhan￿a. Outra desvantagem da abordagem
18MVE se deve ao fato de que os par￿metros da c￿pula sªo estimados sob hip￿teses
acerca das distribui￿ıes das marginais.
3.4.2 InferŒncia para as Marginais
A abordagem IM, proposta por Joe (1997), tem como princ￿pio a pr￿pria
teoria de c￿pulas. Nessa abordagem hÆ uma separa￿ªo do vetor de par￿metros
￿ em par￿metros espec￿￿cos para as distribui￿ıes marginais (￿1 e ￿2) e em
par￿metros comuns para a estrutura de dependŒncia (￿c).











Sendo a fun￿ªo log-verossimilhan￿a composta por dois termos aditivos, um en-
volvendo a fun￿ªo de densidade da c￿pula e outro envolvendo a fun￿ªo de den-
sidade das marginais, a estima￿ªo de ￿ Ø feita em dois estÆgios: estima￿ªo dos
par￿metros das distribui￿ıes marginais e estima￿ªo dos par￿metros da fun￿ªo
c￿pula, condicionada nas estimativas obtidas para as marginais.
3.4.3 MÆxima Verossimilhan￿a Can￿nica
Diferentemente das abordagens MVE e IM, a abordagem MVC nªo depende
de hip￿teses sobre as distribui￿ıes das marginais para estimar os par￿metros
￿c da fun￿ªo c￿pula. A transforma￿ªo das observa￿ıes (y1;t;y2;t) em variÆveis









I(Yj;t ￿ y) (7)
19onde I(￿) Ø uma fun￿ªo indicadora. Ap￿s tal transforma￿ªo, os par￿metros da
fun￿ªo c￿pula sªo determinados por




lnc(b u1;t; b u2;tj￿c)
O estimador para ￿c Ø chamado de estimador Omnibus8. A matriz de informa￿ªo
de Godambe ou a matrix de covari￿ncia semi-paramØtrica, dada em Genest et
al. (1995), podem ser usadas para inferŒncia.
4 Medidas de DependŒncia
Em Nelsen (2006), Ø poss￿vel encontrar duas mØtricas de associa￿ªo que
de￿nem duas classes de medidas: a mØtrica da concord￿ncia (￿) e a mØtrica da
dependŒncia (￿). O autor lista uma sØrie de propriedades que uma medida deve
atender para pertencer a cada uma das mØtricas.
Uma diferen￿a entre as medidas de dependŒncia e as medidas de concord￿n-
cia Ø dada no intervalo na qual elas estªo de￿nidas, onde ￿(￿) 2 [￿1;+1] e
￿ (￿) 2 [0;+1]. Nota-se que essa propriedade permite que as medidas de con-
cord￿ncia indiquem qual a ￿dire￿ªo￿ da associa￿ªo entre as variÆveis. JÆ as
medidas de dependŒncia apenas mostram se as variÆveis sªo funcionalmente
dependentes ou nªo.
Em Embrechts et al. (2002), sªo listadas algumas propriedades, consider-
adas pelos autores, necessÆrias ￿ uma medida para que esta possa medir de
forma adequada a associa￿ªo entre variÆveis aleat￿rias. Seja ￿ (￿) uma medida
8Ou pseudo estimador de verossimilhan￿a.
20de dependŒncia9 que designa um nœmero real para qualquer par de variÆveis
aleat￿rias entªo, de acordo com os autores, as propriedades desejÆveis dessa
medida sªo: simetria, normaliza￿ªo, co-monotonicidade, contra-monotonicidae
e transforma￿ıes monotonicas.
O coe￿ciente de correla￿ªo linear satisfaz apenas as duas primeiras pro-
priedades. As medidas obtidas a partir das correla￿ıes de posto satisfazem
todas as propriedades se as variÆveis forem cont￿nuas.
Dentre as medidas de concord￿ncia, destacam-se a correla￿ªo de Spearman
e o tau de Kendall. Ambas sªo medidas de correla￿ªo entre os postos (rank-
ing) das variÆveis, ao invØs de seus valores efetivos e, por isso, sªo tambØm
conhecidas como correla￿ıes de posto (rank correlation). Dentre as medidas de
dependŒncia, destacam-se a dependŒncia quant￿lica e a dependŒncia de caudas.
4.1 Correla￿ªo de Pearson (coe￿ciente de correla￿ªo lin-
ear)
O coe￿ciente de correla￿ªo linear Ø freq￿entemente usado como medida de
dependŒncia linear entre duas variÆveis. Seja Y1 e Y2, duas variÆveis aleat￿rias








9Os autores usam o termo dependŒncia como sin￿nimo de associa￿ªo, nªo considerando a
distin￿ªo entre os conceitos e as propriedades de dependŒncia e concord￿ncia apresentados em
Nelsen (2006). Assim, a lista pode ser interpretada como uma lista de propriedades de uma
medida global de dependŒncia.
21onde, Cov (Y1;Y2) = E(Y1Y2) ￿ E(Y1)E(Y2).
A correla￿ªo de Pearson, embora possa ser escrita a partir das fun￿ıes c￿pu-















onde D Ø o dom￿nio em que Y1 e Y2 sªo de￿nidas.
Embora o coe￿ciente de correla￿ªo linear seja a medida mais popular uti-
lizada para medir a associa￿ªo entre duas variÆveis, ele apresenta vÆrias de￿-
ciŒncias, conforme Embrechts et al. (2002). AlØm disso, as variÆveis precisam
atender a uma sØrie de requisitos para que o coe￿ciente de correla￿ªo linear seja
de fato uma medida de concord￿ncia. O estudo de Embrechts et al. (2002)
relata com maiores detalhes as limita￿ıes desta medida.
4.2 Correla￿ªo de Spearman
A correla￿ªo de Spearman Ø uma medida nªo-paramØtrica de associa￿ªo
baseada em dados ordenados (ranked). Sejam X e Y duas variÆveis aleat￿rias
com fun￿ıes de distribui￿ªo cont￿nuas. A correla￿ªo de Spearman (￿S) Ø de￿nida
por:
￿S = ￿(FX(X);FY (Y )) (9)
Como foi dito antes, as medidas de associa￿ıes podem ser diretamente obti-
das a partir das fun￿ıes c￿pulas e, no caso da correla￿ªo de Spearman, sua






u1u2 dC (u1;u2) ￿ 3 (10)
Nota-se que a integral acima Ø apenas o valor esperado do produto de duas
variÆveis uniformes em (0;1), cuja distribui￿ªo conjunta Ø dada pela c￿pula C
e, portanto, pode ser reescrita de forma identica a correla￿ªo linear entre as
duas variÆveis uniformes U1 e U2:
4.3 Tau de Kendall
O tau de Kendall tambØm Ø uma medida de correla￿ªo de posto. Sejam
(X1;Y1) e (X2;Y2) dois pares de variÆveis aleat￿rias identicamente e indepen-
dentemente distribu￿das, o tau de Kendall ￿K entre as variÆveis Ø de￿nido pela
diferen￿a entre a probabilidade de concord￿ncia e a probabilidade de discord￿n-
cia entre os pares (X1;Y1) e (X2;Y2), i.e.
￿K = P[(X1 ￿ X2)(Y1 ￿ Y2) > 0] ￿ P[(X1 ￿ X2)(Y1 ￿ Y2) < 0] (11)
A de￿ni￿ªo de ￿K acima Ø equivalente a ￿K = cov [sign(X1 ￿ X2);sign(Y1 ￿ Y2)] 10,






C (u1;u2) dC (u1;u2) ￿ 1 (12)
Segundo Balakrishnan e Lai (2009), b ￿K e b ￿S sªo, relativamente ao b ￿, estimadores
menos sens￿veis ￿ presen￿a de outliers.
10A fun￿ªo sign(x) retorna o sinal da variÆvel x, i.e. serÆ ￿1 para x < 0, 0 para x = 0 e
+1 para x > 0.
23De acordo com Gibbons (1993), a vantagem do tau de Kendall sobre a cor-
rela￿ªo de Spearman reside na sua simples interpreta￿ªo como a diferen￿a, na
amostra, entre a propor￿ªo de pares concordantes e pares discordantes.
4.4 DependŒncia quant￿lica
A dependŒncia quant￿lica estÆ relacionada ￿ medida de Coles et al. (1999) e
mede a probabilidade de duas variÆveis estarem ambas abaixo ou acima de um
determinado quantil de suas distribui￿ıes univariadas, i.e. sendo "￿ o limiar
inferior e "+ o limiar superior, a dependŒncia quant￿lica superior e inferior entre


















Pela equa￿ªo 13, percebe-se que a dependŒncia quant￿lica Ø uma medida
diretamente associada ao conceito econ￿mico de Valor em Risco (VaR) e pode
ser representada equivalentemente por
￿("+) = P[Y1 > V aRY1 ("+)jY2 > V aRY2 ("+)]
￿("￿) = P[Y1 ￿ V aRY1 ("￿)jY2 ￿ V aRY2 ("￿)]
ou seja, a dependŒncia quant￿lica Ø representada como a probabilidade de ambas
as variÆveis ultrapassarem seus valores em risco.
Pela transforma￿ªo de probabilidade integral Ø poss￿vel obter a representa￿ªo









1￿u , para u > 1=2
P(U1 ￿ ujU2 ￿ u) =
C(u;u)
u , para u ￿ 1=2
244.5 DependŒncia das caudas
Sendo U1, U2 duas variÆveis aleat￿rias distribu￿das uniformemente no in-
tervalo unitÆrio (0;1) a dependŒncia das caudas Ø de￿nida como o limite das
dependŒncias quant￿licas, com o limiar u direcionando-se aos extremos zero (no
caso de dependŒncia da cauda inferior) ou 1 (dependŒncia da cauda superior),
i.e.
￿U = lim
u!1￿P(U1 > ujU2 > u) = lim
u!1￿P(U2 > ujU1 > u)
￿L = lim
u!0+P(U1 ￿ ujU2 ￿ u) = lim
u!0+P(U2 ￿ ujU1 ￿ u)
(14)
Do mesmo modo apresentado atØ agora para as demais medidas, ￿U e ￿L podem












Assim se ￿U 2 (0;1] entªo a c￿pula C apresenta dependŒncia na cauda
superior e C nªo terÆ dependŒncia na cauda superior se ￿U = 0. Similarmente,
se ￿L 2 (0;1], a c￿pula C possui dependŒncia na cauda inferior e para ￿L = 0, a
c￿pula C nªo tem dependŒncia na cauda inferior. No caso em que ￿U, ￿L = 0,
as variÆveis sªo assintoticamente independentes nas caudas superior e inferior.
4.6 Outras medidas de associa￿ªo
Entre outras medidas que merecem destaque e possuem aplicabilidade na
modelagem ￿nanceira estªo o ￿ndice de Gini, a DependŒncia do Quadrante Pos-
itivo (DQP) e o beta de Blomqvist.







(ju1 + u2 ￿ 1j ￿ ju1 ￿ u2j)dC (u1;u2) (15)
O ￿ndice de Gini Ø, do mesmo modo que o tau de Kendall e a correla￿ªo de
Spearman, uma medida de associa￿ªo baseada na mØtrica da concord￿ncia.
O beta de Blomqvist tambØm Ø uma medida de associa￿ªo que segue a
mØtrica da concord￿ncia e avalia a dependŒncia no centro da distribui￿ªo, dado
pelas medianas das distribui￿ıes marginais.sendo conhecido como o coe￿ciente
de correla￿ªo mediana. Assim, sendo (e y1; e y2) as medianas de duas variÆveis
aleat￿rias, o ￿ndice de dependŒncia Ø dado por









O beta de Blomqvist, por medir a dependŒncia em torno da mediana Ø mais
robusta ￿ presen￿a de outliers.
Por ￿m, destaca-se a DependŒncia do Quadrante Positivo (DQP), uma as-
socia￿ªo muito utilizada em ￿nan￿as que, diferentemente das œltimas medidas
retro-mencionadas, Ø uma medida de dependŒncia. Sejam Y1 e Y2 duas variÆveis
aleat￿rias, elas serªo dependentes no quadrante positivo, se
P(Y1 > y1;Y2 > y2) ￿ P(Y1 > y1)P(Y2 > y2) (17)
Assim se as variÆveis aleat￿rias representam perdas ￿nanceiras, a dependŒncia
do quadrante positivo implicarÆ em uma perda simult￿nea maior sob dependŒn-
cia entre as variÆveis do que sob variÆveis independentes. Se as variÆveis se
26distribuem de acordo com uma distribui￿ªo F (￿), entªo a DQP implica que
F (y1;y2) ￿ F1 (y1)F2 (y2) para todo (y1;y2) 2 R2
Pelo Teorema de Bayes, a desigualdade da DQP implica em P(Y1 ￿ y1jY2 ￿ y2) ￿
P(Y1 ￿ y1), ou equivalentemente, P(Y2 ￿ y2jY1 ￿ y1) ￿ P(Y2 ￿ y2).
5 C￿pulas condicionais
Esta se￿ªo faz a conexªo entre as teorias de contÆgio ￿nanceiro e a de c￿pulas,
i.e. como Ø poss￿vel a modelagem de contÆgio com c￿pulas.
5.1 C￿pulas condicionais
De acordo com Patton (2002), a teoria de c￿pulas condicionais, salvo algu-
mas ressalvas, Ø simplesmente uma extensªo da teoria incondicional de c￿pulas.
Sejam Y1;t e Y2;t duas variÆveis aleat￿rias que representam dois retornos para
o per￿odo t e, F1;t (Y1;tj￿t￿1) e F2;t (Y2;tj￿t￿1) suas respectivas fun￿ıes de dis-
tribui￿ªo marginais condicionais ao conjunto de informa￿ªo ￿t￿1 gerado atØ o
per￿odo t ￿ 1 e de￿nindo U1;t e U2;t como a equivalente condicional das trans-
forma￿ıes de probabilidade integral das variÆveis i.e. U1;t ￿ F2 (Y1;tj￿t￿1)
e U2;t ￿ F2 (Y2;tj￿t￿1) entªo, a extensªo do Teorema de Sklar para o caso
condicional assegura que uma distribui￿ªo conjunta condicional ao conjunto de
informa￿ªo ￿t￿1 das variÆveis estudadas, pode ser decomposta nas respectivas
fun￿ıes de distribui￿ªo marginais condicional ao conjunto de informa￿ªo ￿t￿1
27e em uma fun￿ªo c￿pula tambØm condicionada ao conjunto ￿t￿1, i.e.
F (y1;t;y2;tj￿t￿1) = C (F1 (y1;tj￿t￿1);F2 (y2;tj￿t￿1)j￿t￿1) (18)
A representa￿ªo em termos de fun￿ªo de densidade Ø dada por
f (y1;t;y2;tj￿t￿1) = c(u1;t;u2;tj￿t￿1)f1 (y1;tj￿t￿1)f2 (y2;tj￿t￿1) (19)
onde c(￿j￿t￿1) Ø a densidade c￿pula condicional.











Observa-se que, tanto as distribui￿ıes marginais como a fun￿ªo c￿pula, de-
vem ser condicionadas ao mesmo conjunto de informa￿ıes ￿. No contexto da
teoria de contÆgio, e sob a de￿ni￿ªo utilizada no presente trabalho, equivale
a dizer que a quebra estrutural deve ser condicionada a todas as distribui￿ıes
marginais, alØm da c￿pula.
Patton (2002) mostra que c￿pulas condicionais possuem as mesmas pro-
priedades que as c￿pulas incondicionais. A modelagem da distribui￿ªo conjunta
condicional permite extrair, alØm da mØdia e vari￿ncia condicional, outras di-
versas medidas de dependŒncia que sªo objeto de estudo na teoria de contÆgio,
tais como correla￿ıes lineares, correla￿ıes de posto (correla￿ªo de Spearman,
tau de Kendall) e dependŒncias de caudas.
285.2 C￿pulas condicionais variantes no tempo
Para modelar a transforma￿ªo variante no tempo, assumiu-se que a forma
funcional da fun￿ªo c￿pula permaneceu constante ao longo do tempo, enquanto
que o seu par￿metro de dependŒncia variou segundo alguma equa￿ªo de evolu￿ªo.
￿ poss￿vel encontrar em Patton (2002) diversos exemplos de c￿pulas cujo par￿metro
de dependŒncia Ø uma fun￿ªo paramØtrica de transforma￿ıes de observa￿ıes
defasadas mais um termo auto-regressivo11. Segundo o autor, essa metodolo-
gia segue o esp￿rito das fun￿ıes de densidade condicionais autoregressivas, pro-
posta por Hansen (1994). De acordo com a classi￿ca￿ªo proposta por Manner e
Reznikova (2009), essa metodologia se engloba na classe de modelos de c￿pulas
orientados a observa￿ıes.
A maior di￿culdade ao especi￿car como os par￿metros evoluem no tempo Ø,
segundo Patton (2002), identi￿car a variÆvel motriz. Na c￿pula SJC, a equa￿ªo
de evolu￿ªo utilizada, para a dependŒncia da cauda, foi
￿t = ￿
 








onde ￿(x) = (1 + e￿x)
￿1 Ø uma transforma￿ªo log￿stica usada para que o
par￿metro de dependŒncia permane￿a no intervalo (0;1). Pela especi￿ca￿ªo
acima, pode-se perceber que o par￿metro de dependŒncia segue, antes da trans-
forma￿ªo12, um processo ARMA(1;n), onde o termo auto-regressivo ￿t￿1 cap-
11Outras especi￿ca￿ıes similares sªo encontradas em Creal et al. (2008).
12Ap￿s a transforma￿ªo, o processo deixa de seguir uma estrutura ARMA, pois esta trans-
forma￿ªo nªo Ø linear e, portanto, nªo preserva a estrutura linear necessÆria nos processos
tipo ARMA.
29tura uma parte da persistŒncia do par￿metro de dependŒncia e os par￿metros
restantes capturam certa varia￿ªo na dependŒncia.
A variÆvel motriz escolhida pelo autor nessa especi￿ca￿ªo Ø, portanto, a
mØdia da diferen￿a absoluta entre u1;t e u2;t sobre as œltimas n observa￿ıes.
Outras varia￿ıes dessa variÆvel motriz foram tentadas em Patton (2002),
como e.g. ponderar as observa￿ıes pela proximidade dos extremos ou usar uma
variÆvel indicadora para caso da observa￿ªo pertencer a cada um dos quatros
quadrantes. PorØm nenhuma dessas varia￿ıes apresentou melhoras signi￿cantes.
Para a c￿pula gaussiana, Patton (2002) utilizou um critØrio similar ao pro-
posto pela c￿pula SJC, para ￿ns de compara￿ªo. A equa￿ªo de evolu￿ªo uti-
lizada na c￿pula gaussiana para a correla￿ªo linear, foi
￿t = e ￿
 








onde e ￿(x) = (1 ￿ e￿x)(1 + e￿x)
￿1 Ø uma transforma￿ªo log￿stica modi￿cada,
conhecida como transforma￿ªo de Fisher, usada para estabilizar a vari￿ncia do
coe￿ciente de correla￿ªo linear e permitir que ￿t permane￿a, em todo os per￿o-
dos, no intervalo (￿1;+1). Pelo mesmo princ￿pio que a c￿pula SJC, o par￿metro
de dependŒncia segue, antes da transforma￿ªo, um processo ARMA(1;n), com
um termo auto-regressivo ￿t￿1 para captar uma parte da persistŒncia e os
par￿metros restantes capturando certa varia￿ªo na dependŒncia.
Nota-se, pela especi￿ca￿ªo, que o autor escolheu como variÆvel motriz a
mØdia de ￿￿1 (u1;t￿i)￿￿1 (u2;t￿i) sobre as œltimas n observa￿ıes, escolha que
foi feita para que a especi￿ca￿ªo da c￿pula gaussiana fosse comparÆvel com a
30da c￿pula SJC.
O par￿metro n, que representa o tamanho da janela, pode ser interpretado,
segundo Creal et al. (2008), como um par￿metro suavizador. Na literatura Ø
poss￿vel encontrar diferentes tamanhos de janelas que vªo de n = 1, e.g. Dias e
Embrechts (2003), atØ n = 20, como o caso de Benediktsdottir e Scotti (2009).
O tamanho adotado em Patton (2002) foi n = 10 e Ø o tamanho utilizado no
presente trabalho.
6 Testando a hip￿tese de contÆgio ￿nanceiro
6.1 Dados
Foram selecionados ￿ndices que representem quatro distintos mercados no
mundo, para a AmØrica Latina foi escolhido o IBOVESPA (IBOV), AmØrica
do Norte o ￿ndice Standard & Poor·s 500 (SP500), o Financial Times Stock
Exchange (FTSE) de Londres foi selecionado para o mercado europeu e o ￿ndice
NIKKEI 225 (NIKKEI) para o mercado asiÆtico.
O per￿odo usado foi de 04/01/2000 a 30/12/200913, foi feito um ajuste nas
observa￿ıes de cada um destes ￿ndices para eliminar diferen￿as de tamanho nas
amostras (causados por feriados nacionais). Para tanto, utilizou-se o procedi-
mento de recompor os valores em falta por meio de um modelo de n￿vel local14.
13A base de dados foi obtida atravØs do YAHOO! R ￿FINANCE. Os c￿digos das sØries sªo
BVSP para o IBOVESPA, GSPC para o S&P500, FTSE para o FTSE e N225 para o NIKKEI.
14Os valores faltantes foram substitu￿dos pelas estimativas suavizadas do componente de
n￿vel. A estima￿ªo do modelo foi feita no STAMP 8.2 ver Koopman et alli (2009).
31Ap￿s o ajuste, a base de dados passou a contar com 2.607 observa￿ıes para
todos os ￿ndices. A evolu￿ªo no tempo de cada ￿ndice estÆ ilustrada na Figura
6.1.1.




















Figura 6.1.1 - ˝ndices de mercados selecionados
Ainda, por causa dos diferentes fusos horÆrios, foi realizado um segundo
ajuste na base de dados. Em rela￿ªo ￿ Hora de Greenwich (GMT), Nova Iorque
estÆ GMT ￿5h00, Sªo Paulo estÆ GMT ￿3h00 e T￿quio estÆ GMT + 9h00.
Tomando-se como exemplo Brasil e Japªo, que possuem uma diferen￿a de 12 ho-
ras, os neg￿cios efetuados na Bolsa de T￿quio estªo virtualmente um dia ￿ frente
dos neg￿cios realizados no Brasil. Para corrigir tal efeito, os retornos foram sin-









A base de dados ￿nal conteve uma amostra de retornos entre os per￿odos de
05/01/2000 ￿29/12/2009 com total de 2.605 observa￿ıes.
326.2 Estat￿sticas descritivas dos retornos
Essa se￿ªo apresenta algumas estat￿sticas acerca dos momentos das dis-
tribui￿ıes dos retornos e da associa￿ªo entre os mercados, fornecendo uma
primeira ilustra￿ªo da dependŒncia entres os retornos.
Os retornos dos ￿ndices foram computados de forma logar￿tmica, por meio
da diferen￿a de logs, i.e. ri
t = ln[It=It￿1]￿100, onde It representa o fechamento
diÆrio do ￿ndice no per￿odo t.
A evolu￿ªo dos retornos no per￿odo de 2000 a 2009 Ø apresentada na Figura
6.2.1.




















Figura 6.2.1 - Retornos (logar￿tmicos) diÆrios
Pelos grÆ￿cos sugere-se que o ￿ndice BOVESPA apresenta retornos bem mais
volÆteis, seguido pelo ￿ndice NIKKEI, em compara￿ªo com os outros dois ￿ndices.
33Ainda, para o per￿odo de 2008 a 2009, o aumento de volatilidade dos retornos
estÆ presente em todos os ￿ndices analisados.
Como foi visto na se￿ªo 2, a de￿ni￿ªo de contÆgio utilizada no presente
estudo requer, para testar a hip￿tese referida, que seja estabelecido um per￿odo
de referŒncia ou estabilidade e outro representando o per￿odo de crise. O per￿odo
de referŒncia compreeende observa￿ıes entre in￿cio de 2000 e ￿m de 2006 e o
outro per￿odo com as observa￿ıes entre in￿cio de 2007 a ￿m de 2009.
De acordo com as estat￿sticas dos retornos (Tabela 1), sugere-se, inicial-
mente, para os quatros ￿ndices, que a mØdia dos retornos no per￿odo prØ-crise Ø
superior ￿ mØdia para toda amostra e a mØdia dos retornos no per￿odo de crise Ø
inferior ￿ mØdia de toda amostra. Ainda em rela￿ªo aos quatros ￿ndices, nota-se
que para per￿odos de crise, a volatilidade15 Ø superior ￿ mØdia (valor para a
amostra toda) e para o per￿odo de estabilidade ￿nanceira, a volatilidade Ø infe-
rior ￿ mØdia. Para o per￿odo analisado, o aumento de volatilidade do per￿odo
de crise em rela￿ªo ao per￿odo de estabilidade ￿cou em 45% para o IBOVESPA,
75% para o S&P500, 60% para o FTSE e 55% para o NIKKEI.
No que diz respeito ￿ presen￿a de valores extremos, o curtose Ø maior no
per￿odo de crise comparativamente ￿ amostra toda e ao per￿odo prØ-crise. Em
rela￿ªo aos dois per￿odo analisados, o valor da curtose mais que dobrou para
o IBOVESPA (foi de 3.72 para 8.16), aumentou em 85% para o S&P500, 45%
para o FTSE e dobrou para o NIKKEI.
Quanto ￿ simetria das distribui￿ıes, todas as sØries apresentaram assimetria
15Medida como o desvio padrªo dos retornos diÆrios.
34negativa para a amostra toda, indicando que a presen￿a de valores extremos
negativos Ø mais recorrente (i.e. a cauda esquerda Ø mais pesada). A sØrie que
apresentou maior assimetria foi o NIKKEI com -0.61, seguido pelo FTSE com
-0.12, IBOVESPA com -0.09 e, por œltimo, S&P500 com -0.06.
As estat￿sticas Jarque-Bera rejeitam a hip￿tese nula de normalidade dos
































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































36Como para o presente trabalho foram escolhidos quatro diferentes ￿ndices,
temos um total 6 poss￿veis rela￿ıes bivariadas de dependŒncia. Entretanto,
como o interesse Ø analisar o contÆgio durante a crise dos Subprime, que se
iniciou nos Estados Unidos, foram escolhidas apenas as rela￿ıes que envolvam
o ￿ndice americano S&P500. A Figura 6.2.2 apresenta o grÆ￿co de dispersªo,



















Figura 6.2.2 - Diagrama de Dispersªo dos retornos diÆrios
￿ poss￿vel a￿rmar, atravØs da Figura 6.2.2 que o mercado apresenta uma
maior associa￿ªo em rela￿ªo ao mercado norte-americano Ø o mercado brasileiro,
uma vez que a associa￿ªo entre estes dois mercados parece sem maior do que
entre os outros embora nenhum teste estat￿stico tenha sido feito para con￿rmar
esta hip￿tese.
A falta de const￿ncia da volatilidade das sØries ￿nanceiras Ø fato estilizado
que p￿de ser modelado a partir do surgimento dos modelos da fam￿lia ARCH e
de volatilidade estocÆstica. TambØm tem sido incorporado como fato estilizado
o fen￿meno de que a correla￿ªo entre os retornos dos ativos nªo Ø constante no
37tempo. Este encontra-se documentado pelos trabalhos de Erb et. al (1994),
Longin e Solnik (2001), Engle (2002) e Patton (2006).
AlØm da correla￿ªo linear, a correla￿ªo de Spearman e o tau de Kendall
foram escolhidas como medidas de concord￿ncia, e a dependŒncia quant￿lica16,
como medida de dependŒncia. Estas foram computadas para captar associa￿ıes
nªo lineares entre as variÆveis. Os resultados das estat￿sticas foram sintetizados
na ￿gura abaixo.
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Figura 6.2.3 - Medidas de associa￿ªo - ￿ (escuro), ￿S (mØdio), ￿K (claro) e ￿
(linha)
Percebe-se, independentemente da medida utilizada, que houve um aumento
de associa￿ªo entre todas as poss￿veis rela￿ıes dois a dois nos anos entre 2007 a
2009.
Em rela￿ªo ￿ mØdia no ano dos retornos diÆrios, a Figura 6.2.4, apresenta os
resultados para o mesmo intervalo de anos. De acordo com a ￿gura, percebe-se
16DependŒncia quant￿lica inferior a 5%.
38que a mØdia no ano foi negativa para os quatro ￿ndices nos anos entre 2000 e
2002. De fato durante esse periodo, os pa￿ses analisados vivenciaram algumas
crises econ￿micas, e.g. quedas das a￿ıes das empresas de tecnologia em 2000,
crise argentina em 2001). O per￿odo entre 2003 e 2006 apresentou retornos
mØdios positivos para todos os ￿ndices analisados. E por ￿m os anos entre 2007
e 2009 foram marcados pela crise do Subprime. O Relat￿rio de In￿ a￿ªo do
Banco Central do Brasil de dezembro de 2008 apresenta um cronograma com
respostas gorvenamentais dos principais bancos centrais do mundo para conter
os efeitos da crise do Subprime. De acordo com esse relat￿rio, em meados de
2007 jÆ haviam epis￿dios de interven￿ıes por parte das autoridades monetÆrias.
Em Murphy (2009), o autor apresenta que os pre￿os das hipotecas nos Estados
Unidos atingiram o pico em meados de 2006. Segundo o mesmo autor, e em
conson￿ncia com o relat￿rio do Banco Centro do Brasil, em meados de 2007 jÆ
havia evidŒncias das di￿culdades de alguns bancos em levantar caixa, causadas
pela uma maior aversªo ao risco das exposi￿ıes das hipotecas. Por ￿m, o Global
Financial Stability Report (outubro de 2008) do FMI, estabelece o verªo de 2007
(i.e. meados de 2007) como marco para a ￿nicio da crise ￿nanceira.










Figura 6.2.4 - MØdia anual dos retornos (logar￿tmicos)
diÆrios
6.2.1 Per￿odos de anÆlise
A ￿m de testar a hip￿tese de contÆgio ￿nanceiro, nos termos do shift con-
tagion, a amostra foi divida em dois grupos: um de referŒncia, representando
a dependŒncia entre mercados em per￿odos de estabilidade, e outro com as ob-
serva￿ıes representando o per￿odo de crise. Com base nas informa￿ıes obtidas
nessa se￿ªo, estabeleceu-se, exogenamente, como per￿odo de crise e (p￿s crise)
as observa￿ıes contidas entre 2007 e 2009. Por exclusªo, o grupo de referŒncia
conta com as observa￿ıes entre 2000 a 2006. O uso ex￿geno do estabelecimento
do per￿odo de crise tambØm foi utilizado em Horta, Mendes e Viera (2007). Neste
artigo os autores tambØm testaram a hip￿tese de contÆgio ￿nanceiro durante a
crise do Subprime para um grupo de 7 pa￿ses desenvolvidos17. TambØm Ø pos-
s￿vel encontrar na literatura sobre contÆgio ￿nanceiro, tratamentos end￿genos da
determina￿ªo do per￿odo de crise. Dentre as abordagens empregadas, destaca-se
17Diferentemente que o presente artigo, os autores utilizaram a teoria de c￿pulas incondi-
cionais (i.e. nªo variantes no tempo) para modelar o contÆgio ￿nanceiro.
40o uso de modelos com mudan￿a de regime (seguindo cadeias de Markov), sendo
algumas referŒncias, os artigos de Rodriguez (2007) e Samitas, Kenourgeos e
Pattalides (2007) que tratam endogenamente o contÆgio ￿nanceiro utilizando a
teoria de c￿pulas com mudan￿a de regime. Outra abordagem que se destaca
Ø o uso de testes de mudan￿as de pontos18 para identi￿car quebras estruturais
na fun￿ªo c￿pula. O trabalho de Dias e Embrechts (2004) Ø uma das referŒn-
cias que utilizam estes testes e o artigo de Manner e Candelon (2007) faz uma
aplica￿ªo destes testes para analisar a hip￿tese de contÆgio ￿nanceiro durante
a crise asiÆtica.
6.3 Modelos para as distribui￿ıes marginais
A distribui￿ªo marginal de cada retorno foi parametrizada de acordo com




"t = zt￿t, onde zt ￿ iid(0;1)
￿2
t = ! + ￿(L)"2
t￿1 + ￿ (L)￿2
t￿1
(22)
onde L Ø o operador de defasagem e ￿(L), ￿(L), ￿(L) e ￿ (L) sªo os polin￿mios
de defasagem com as respectivas ordens m, n, q e p. Uma vez que a estima￿ªo
dos par￿metros foi feita pelo mØtodo de mÆxima verossimilhan￿a, foi necessÆrio
fazer hip￿teses adicionais sobre a distribui￿ªo do processo de inova￿ªo zt. Dado
que as estat￿sticas descritivas dos retornos apresentaram ind￿cios de assimetria e
excesso de curtose, foram utilizadas, alØm da distribui￿ªo normal, a distribui￿ªo
18Change-point tests.
41t-Student e t-Student assimØtrica. De acordo com o critØrio de informa￿ªo BIC,
a distribui￿ªo que melhor se ajustou foi a t-Student assimØtrica. Seguindo
Bauwens e Laurent (2005), para captar o excesso de curtose (incondicional),
os modelos GARCH foram primeiramente combinados com erros na forma de
t-Student que, para modelagem de sØries ￿nanceiras, exibiram uma melhor per-
formance do que o uso de erros normais. Entretanto, o efeito alavancagem, fato
estilizado presente nas sØries ￿nanceiras, nªo Ø captado por nenhuma das duas
densidades, uma vez que ambas sªo simØtricas. Uma alternativa para modelar
tal assimetria das sØries ￿nanceiras, faz-se a combina￿ªo do uso de distribui￿ıes
com caudas pesadas (e.g. t-Student) e ￿especi￿ca￿ıes GARCH assimØtricas￿
(e.g. EGARCH, GJR-GARCH). Os autores, porØm, a￿rmam que essa alter-
nativa geralmente nªo consegue captar completamente a assimetria da sØrie.
Uma outra explorada foi o desenvolvimento de distribui￿ıes assimØtricas. As
estima￿ıes foram feitas no G@RCH 6.1 ver Laurent (2009), onde a densidade
t-Student assimØtrica utilizada Ø uma re-parametriza￿ªo19 da distribui￿ªo pro-
posta por FernÆndez e Steel (1998)20.












sg [￿ (sz + m)=￿j￿], se z ￿ ￿m=s
sendo 2 < ￿ < 1, os graus de liberdade (para captar o excesso de curtose) e ￿, o
19Desenvolvida por Lambert e Laurent (2001). A re-parametriza￿ªo foi realizada para que
a fun￿ªo de densidade pudesse ser expressa em termos de mØdia e vari￿ncia.
20Outras distribui￿ıes t-Student assimØtricas podem ser encontradas em Hansen (1994) e
Paolella (1997).
42par￿metro que capta a assimetria da distribui￿ªo. A fun￿ªo g (￿j￿) Ø a densidade
de uma t-Student simØtrica com vari￿ncia unitÆria. Os valores das constantes
m e s, que representam a mØdia e a vari￿ncia de uma t-Student assimØtrica nªo

























O par￿metro da assimetria da distribui￿ªo Ø apresentado na forma logar￿t-
mica, i.e. log￿, para que seu sinal siga a dire￿ªo da assimetria (i.e. se for
negativo a distribui￿ªo Ø assimØtrica negativa e se for positivo a distribui￿ªo Ø
assimØtrica positiva).
De acordo com a signi￿c￿ncia dos par￿metros estimados, os diagn￿sticos dos
res￿duos (teste Box-Pierce e teste LM) e o critØrio de informa￿ªo BIC, as especi-
￿ca￿ıes escolhidas das distribui￿ıes marginais dos retornos foram: ARMA(0,0)
st-GARCH(1,2) para o IBOVESPA, ARMA(1,0) st-GARCH(1,2) para o S&P500,
ARMA(1,0) st-GARCH(1,1) para o FTSE e ARMA(0,0) st-GARCH(1,2) para
o ￿ndice NIKKEI. Os valores dos par￿metros estimados sªo apresentados na
Tabela 2.
O par￿metro  1 que capta persistŒncia dos retornos na equa￿ªo da mØdia
nªo foi signi￿cante para o IBOVESPA e o ￿ndice NIKKEI, e mesmo para os
outros dois ￿ndices, S&P500 e FTSE, ele apresentou baixa magnitude, em torno
de -0.07, indicando um baixa persistŒncia dos retornos do dia anterior sobre o
retorno corrente. Em rela￿ªo a equa￿ªo da vari￿ncia, a restri￿ªo de positividade
43Tabela 2: Modelos ARMA st-GARCH para as distribui￿ıes marginais
Equa￿ªo da MØdia
Par￿metros IBOVESPA S&P500 FTSE NIKKEI
￿ 0.103 0.207 0.032 0.018
(0.033) (0.016) (0.015) (0.023)
 1 -0.066 -0.075
(0.018) (0.020)
Equa￿ªo da Vari￿ncia
Par￿metros IBOVESPA S&P500 FTSE NIKKEI
! 0.120 0.010 0.010 0.305
(0.058) (0.004) (0.003) (0.012)
￿1 0.017 0.003 0.104 0.025
(0.019) (0.019) (0.013) (0.029)
￿2 0.074 0.095 0.073
(0.033) (0.026) (0.033)
￿ 0.874 0.897 0.890 0.890
(0.038) (0.016) (0.013) (0.018)
log ￿ -0.088 -0.099 -0.139 -0.117
(0.026) (0.023) (0.028) (0.026)
￿ 10.764 9.200 15.388 10.593
(2.124) (1.736) (4.081) (2.192)
￿ 3.489 2.333 1.995 2.537
Obs: Valores entre parŒnteses representam o erro padrªo das estimativas.
A variÆvel ￿ representa a vari￿ncia incondicional. A estima￿ªo dos par￿-
metros de ambas equa￿ıes foi feita simultaneamente no G@RCH 5.1.
44dos par￿metros, que garante a nªo-negatividade da vari￿ncia incondicional, Ø
atendida nas quatros distribui￿ıes21. Todas as distribui￿ıes apresentaram uma
alta persistŒncia da vari￿ncia, i.e. o somat￿rio dos ￿i e dos ￿i sªo pr￿ximos de
1.
Em rela￿ªo a vari￿ncia incondicional (￿), nota-se que a vari￿ncia IBOVESPA
Ø maior que a dos outros ￿ndices, em torno de 3.49, sendo 50% maior que a var-
i￿ncia incondicional do S&P500, 75% maior que a vari￿ncia do FTSE e 40%
maior que a do ￿ndice NIKKEI. O par￿metro de assimetria ￿log ￿ ￿foi signif-
icante e negativo para os quatros ￿ndices, em concord￿ncia com as estat￿sticas
encontradas anteriormente. Os graus de liberdade da distribui￿ªo, que medem
o ￿peso da cauda￿ , apontaram para o S&P500 como o ￿ndice com menores
graus de liberdade (em torno de 9.2) e, portanto, com maior peso nas caudas,
seguido do ￿ndice NIKKEI, com 10.6. Para o IBOVESPA esse nœmero ￿cou em
10.7 e para o FTSE 15.4, indicando o ￿ndice com a menor presen￿a de eventos
extremos.
A diferen￿a entre os graus de liberdade estimados para cada retorno mostra
uma vantagem da modelagem por c￿pula sobre, por exemplo, uma distribui￿ªo t-
Student bivariada, uma vez que esta œltima requer que as distribui￿ıes marginais
tenham o mesmo nœmero de graus de liberdade.
Foi visto na se￿ªo 5 que, tanto as distribui￿ıes marginais como a fun￿ªo
c￿pula devem ser condicionadas ao mesmo conjunto de informa￿ıes, caso con-
21A restri￿ªo de positividade requer que ! ￿ 0, 0 ￿ ￿(L) + ￿ (L) ￿ 1 e ￿i + ￿i ￿ 0 para
todo i.
45trÆrio, nªo Ø poss￿vel a￿rmar que F (y1;y2) atenda as propriedades de￿nidas
na se￿ªo 3. Nos modelos ARMA-GARCH das distribui￿ıes marginais, a dis-
tribui￿ªo dos res￿duos padronizados Ø condicionada no respectivo passado de
cada variÆvel. Para assegurar que as distribui￿ıes marginais estªo condicionadas
a um mesmo conjunto de informa￿ªo, foi empregada a estratØgia proposta por
Patton (2002) e (2006), que consiste em regredir os res￿duos padronizados dos
modelos marginais estimados contra as defasagens dos retornos das outras var-
iÆveis (quando houver). Se os coe￿cientes dessa regressªo forem nªo signif-
icantes, entªo uma variÆvel nªo afeta a distribui￿ªo da outra e, portanto, a
teoria de c￿pulas Ø vÆlida na constru￿ªo da fun￿ªo de distribui￿ªo condicional.
Para avaliar o efeito sobre a equa￿ªo da vari￿ncia o mesmo princ￿pio Ø em-
pregado contra os quadrados dos retornos defasados. A in￿ uŒncia da "outra
variÆvel"sobre as equa￿ıes da mØdia e da vari￿ncia nªo foi signi￿cante para
todos as combina￿ıes estudadas. As variÆveis dummies, que serªo usadas para
diferenciar os dois per￿odos, tambØm nªo foram signi￿cantes na equa￿ªo da
mØdia e da vari￿ncia para todas as combina￿ıes estudas.
6.4 Modelos para as c￿pulas
Ap￿s a modelagem das estruturas da mØdia e da vari￿ncia das distribui￿ıes
marginais pelos modelos ARMA-GARCH, os res￿duos padronizados foram trans-
formados em observa￿ıes uniformes u1;t e u2;t por meio da fun￿ªo emp￿rica de
distribui￿ªo (equa￿ªo 7). As pseudo-observa￿ıes resultantes foram utilizadas
para estimar os par￿metros desconhecidos das fun￿ıes c￿pulas.
466.4.1 C￿pula gaussiana
Numa primeira anÆlise da dependŒncia entre os ￿ndices, foi utilizado a c￿pula
gaussiana (normal), referŒncia na Ærea de ￿nan￿as. A partir da moderna teo-
ria de carteira de Markowitz (1987), a correla￿ªo linear entre ativos passou a
assumir uma posi￿ªo fundamental na constru￿ªo de carteiras. Dentre os estu-
dos que envolvem a utiliza￿ªo da c￿pula gaussiana, destaca-se o trabalho de
Li (2000), tratando da correla￿ªo de default nos modelos de risco de crØdito,
e conclu￿ndo que a abordagem CreditMetrics para modelar correla￿ªo de de-
fault atravØs de correla￿ªo entre ativos Ø equivalente a utilizar-se uma fun￿ªo
c￿pula gaussiana. O estudo de Malevergne e Sornette (2003) mostra que as
distribui￿ıes bivariadas da maioria dos ￿ndices de mercado sªo compat￿veis com
a c￿pula gaussiana.
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Figura 6.4.1.1 - C￿pula gaussiana - coe￿ciente de correla￿ªo linear ￿t
A Figura 6.4.1.1 apresenta a evolu￿ªo de ￿t para as diferentes rela￿ıes en-
tre mercados. De acordo com o grÆ￿co, nota-se que o n￿vel do coe￿ciente de
correla￿ªo incondicional, captado pela c￿pula constante, entre o S&P500 e o
IBOVESPA Ø superior ao n￿vel nas outras rela￿ıes. A correla￿ªo incondicional
entre o IBOVESPA e o S&P500 foi de 0:59; enquanto que para as outras rela￿ıes
envolvendo os ￿ndices FTSE e NIKKEI foi de 0:49 e 0:45, respectivamente. To-
das as estruturas de correla￿ªo apresentaram um padrªo semelhante, sendo que
a partir de meados de 2007, a correla￿ªo ￿cou acima da mØdia constante22. De
fato, ￿t permaneceu acima da mØdia incondicional, no intervalo 2007 a 2009, em
torno de 80% das vezes para as rela￿ıes envolvendo o IBOVESPA e NIKKEI e
em torno de 60% das vezes para a rela￿ªo entre o FTSE e S&P500. No intervalo
22Para as rela￿ıes envolvendo o IBOVESPA e o NIKKEI, o padrªo Ø mais vis￿vel.
48restante, de 2000 a 2006, ￿t situou-se em torno de 45% das vezes acima da mØdia
incondicional nos trŒs modelos.
Para analisar a presen￿a de contÆgio ￿nanceiro entre os ￿ndices, a c￿pula
gaussiana foi re-estimada com a presen￿a de quebras estruturais ￿dummies (￿)
￿segregando os per￿odos de prØ-crise e crise nos par￿metros que governam a
evolu￿ªo de ￿t. Testar a hip￿tese de contÆgio ￿nanceiro implica em analisar
se essas variÆveis sªo signi￿cantes, o que representaria uma intensi￿ca￿ªo do
canal de transmissªo de choques durante o per￿odo de crise. Os resultados23
dos par￿metros estimados e sua evolu￿ªo sªo apresentados na Tabela 3 e Figura
6.4.1.2.
Pelos resultados da tabela percebe-se que o valor da fun￿ªo log-verossimilhan￿a
aumenta na presen￿a de quebras estruturais para todos os grupos. e que o
critØrio de informa￿ªo BIC se reduz.
As estimativas dos par￿metros das c￿pulas incondicionais apontam para um
aumento da correla￿ªo incondicional, no per￿odo de crise em rela￿ªo ao per￿odo
de estabilidade, para os trŒs modelos (p-valor para esse teste foi menor que
0.01). Para o modelo envolvendo o IBOVESPA e o NIKKEI, o aumento da
correla￿ªo incondicional ￿cou em torno de 40% e para o modelo envolvendo o
FTSE ￿cou em torno de 25%.
Em rela￿ªo ￿s estimativas de ￿￿, o processo que governa a dependŒncia entre
IBOVESPA e S&P500 mostrou-se como o mais persistente, em torno de -2.8.
23As estima￿ıes foram feitas no MATLAB, com base nas rotinas disponibilizadas publicamente
por Andrew Patton.
49As estimativas das outras duas rela￿ıes nªo foram signi￿cantes.
A variÆvel dummy ￿!, que capta o deslocamento no n￿vel, foi signi￿cante e
positiva para a rela￿ªo entre o S&P500 e o IBOVESPA, indicando que o n￿vel
do processo que governa a correla￿ªo linear ￿t se eleva no per￿odo de crise,
evidŒncia esta a favor da presen￿a de contÆgio ￿nanceiro. Pela Figura 6.4.1.2,
percebe-se um aumento da correla￿ªo condicional de 0.53 para 0.73, no per￿odo
de crise. Para as outras duas rela￿ıes, FTSE e NIKKEI, a variÆvel dummy ￿!
nªo foi signi￿cante. A œnica rela￿ªo que nªo apresentou mudan￿as signi￿cantes
em toda din￿mica da dependŒncia foi NIKKEI ￿ S&P500.
A variÆvel dummy ￿￿, que capta mudan￿as de persistŒncia do processo, foi
signi￿cante apenas para o modelo envolvendo o IBOVESPA, representando o
processo com uma persistŒncia ainda maior no per￿odo de crise.
A variÆvel dummy ￿￿, que capta aumentos de dependŒncia causados pelos
movimentos das variÆveis motrizes, foi signi￿cante para o modelos envolvendo
o IBOVESPA e o FTSE, indicando aumento da dependŒncia captada pelo com-
portamento conjunto dessas variÆveis em per￿odos anteriores.
De forma geral, a c￿pula gaussiana apontou evidŒncias de contÆgio no mer-
cado brasileiro e algum efeito sobre o mercado de Londres. Para as rela￿ıes
envolvendo o NIKKEI, o modelo nªo apresentou sinais de contÆgio no mercado
japonŒs. As evidŒncias encontradas para esse modelo nªo permitem concluir
que o canal de transmissªo entre os mercados alterou-se nos dois per￿odos em
questªo.
50Tabela 3: Estimativas das copulas condicionais: gaussiana
C￿pula gaussiana
Rela￿ıes !￿ ￿￿ ￿￿ ￿! ￿￿ ￿￿
IBOVESPA ￿ S&P500 2.731 -0.126 -2.765 1.170 0.785 -0.702
(0.186) (0.181) (0.140) (0.496) (0.395) (0.303)
FTSE ￿ S&P500 0.771 0.158 0.343 0.626 -0.299 1.850
(0.506) (0.110) (1.555) (0.554) (0.133) (1.206)
NIKKEI ￿ S&P500 1.594 0.214 -2.086 0.814 -0.348 0.200
(0.203) (0.175) (0.400) (0.820) (0.287) (1.419)
C￿pula gaussiana
Rela￿ıes ￿1 ￿2 LL ll BIC bic
IBOVESPA ￿ S&P500 0.530 0.729 -601.65 -571.68 -1203.2 -1143.3
(0.015) (0.013)
FTSE ￿ S&P500 0.460 0.572 -375.99 -365.09 -751.97 -730.19
(0.017) (0.021)
NIKKEI ￿ S&P500 0.398 0.562 -306.06 -297.46 -612.11 -594.91
(0.019) (0.021)
Obs: Os valores entre parŒnteses sªo os erros padrıes. As colunas LL e BIC representam os va-
lores da log-verossimilhan￿a e do critØrio de informa￿ªo BIC, sob a presen￿a de quebra estrutu-
ral. As colunas ll e bic representam os mesmos valores sem a presen￿a de quebra. Os valores ￿i
sªo as estimativas da c￿pula constante, i.e. a c￿pula gaussiana Ø estimada sem a equa￿ªo de
evolu￿ªo 5.4. O nœmero 1 representa o per￿odo prØ crise e 2 representa o per￿odo de crise.
51Na Figura 6.4.1.2 percebe-se que ap￿s o per￿odo prØ-crise, o padrªo de ￿t se
torna mais volÆtil e, freq￿entemente, ultrapassa o intervalo de con￿an￿a de 95%
em torno do valor constante, possivelmente indicando que nessas situa￿ıes, o
coe￿ciente de correla￿ªo nªo consegue captar de forma adequada a dependŒncia
entre os ￿ndices.
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Figura 6.4.1.2 - C￿pula gaussina - correla￿ªo linear ￿t com a presen￿a de quebra
estrutural
6.4.2 C￿pula SJC
VÆrios estudos24 utilizam o coe￿ciente de correla￿ªo como medida de men-
sura￿ªo do padrªo de contÆgio ￿nanceiro. Contudo, o coe￿ciente de correla￿ªo
linear possui diversas limita￿ıes como medida de dependŒncia entre variÆveis.
A correla￿ªo de Pearson possui ainda, de acordo com Forbes e Rigobon (2002) e
24Por exemplo, Ramchmand e Susmel (1998) e Ang e Chen (2002).
52Rigobon (2002), uma outra relevante limita￿ªo enquanto medida do contÆgio en-
tre mercados. De acordo com os autores, um aumento na correla￿ªo condicional
entre duas variÆveis pode ser o re￿ exo apenas do aumento da volatilidade de
uma das variÆveis25. Supondo duas variÆveis aleat￿rias Y1 e Y2, representando
variÆveis econ￿micas de interesse, e supondo que uma crise econ￿mica ocorra no
pa￿s 2. Seja Y2 condicionada a um conjunto de informa￿ªo A e denotando ￿A a
correla￿ªo condicional entre os dois pa￿ses e ￿ a correla￿ªo incondicional, Boyer




￿2 + (1 ￿ ￿2)
var(Y2)
var(Y2jY22A)
Assim nota-se que ￿A e ￿ terªo o mesmo sinal, ￿A = 0 se ￿ = 0 e que ￿A poderÆ
ser maior (menor) que ￿, uma vez que var(Y2jY2 2 A) pode ser maior (menor)
que var(Y2). Assim, de acordo com Forbes e Rigobon (2002), testes para con-
tÆgio ￿nanceiro baseados no coe￿ciente de correla￿ªo linear sªo viesados, posto
que a correla￿ªo linear entre mercados Ø condicionada ￿ volatilidade do mercado
em crise.
Segundo Pericoli e Sbracia (2003), uma de￿ni￿ªo geral de contÆgio ￿nan-
ceiro Ø o aumento signi￿cante da probabilidade de crise ￿nanceira em um pa￿s,
condicionado a ocorrŒncia da crise em outro pa￿s. Assim fen￿meno contÆgio
￿nanceiro entre dois pa￿ses ￿do pa￿s 2 para o pa￿s 1 ￿pode ser expresso como
P(Y1 > y1jY2 > y2) ￿ P(Y1 > y1) (23)
25Para contornar esse efeito os autores sugerem um ajuste nas vari￿ncias das variÆveis
analisadas
53Ou seja, a de￿ni￿ªo de contÆgio em (23) implica que dada a ocorrŒncia de uma
crise ￿nanceira no pa￿s 2, a probabilidade de crise no pa￿s 1 Ø maior indepen-
dentemente do que aconteceu no pa￿s 2. Essa de￿ni￿ªo coincide com a de￿ni￿ªo
de dependŒncia no quadrante positivo (DQP), apresentada na se￿ªo 4. Ainda,
pode-se mostrar que a DQP converge assintoticamente para a dependŒncia de
cauda e as dependŒncias das caudas podem ser interpretadas como fen￿menos
de contÆgios extremos positivos e negativos.
Para mensurar a dependŒncia de cauda, duas c￿pulas muito utilizadas sªo
a t-student e a SJC26. Para captar-se a presen￿a de eventuais dependŒncias
nas caudas, foi entªo sugerida a c￿pula SJC, constru￿da a partir da c￿pula Joe-
Clayton, apresentada na se￿ªo 3. Como visto, a c￿pula JC Ø uma transforma￿ªo
de Laplace da c￿pula Clayton, cuja especi￿ca￿ªo Ø dada por (5). Os par￿metros
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, sendo ￿U e ￿L as dependŒncias da cauda
superior e inferior. Assim, a c￿pula JC, por ser parametrizada por medidas de
dependŒncia da cauda, Ø mais adequada para modelar eventos extremos positivos
e negativos. Entre suas propriedades estÆ o fato de que mesmo que os ￿ndices
de cauda superior e inferior sejam idŒnticos, ainda assim haverÆ uma assimetria
na c￿pula JC devido, simplesmente, ￿ sua especi￿ca￿ªo.
Para corrigir tal assimetria, foi proposta por Patton (2002), a seguinte especi-
￿ca￿ªo alternativa denominada c￿pula JC simØtrica (SJC), cuja especi￿ca￿ªo Ø
26Uma propriedade da copula gaussiana Ø a ausŒncia de dependŒncia das caudas para ￿ < 1,
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+ u1 + u2 ￿ 1
￿
A c￿pula SJC nada mais Ø, portanto, uma modi￿ca￿ªo da c￿pula JC para que ela
seja simØtrica toda vez que ￿U = ￿L. A vantagem desta sobre uma c￿pula com
dependŒncias de cauda simØtrica (e.g. c￿pula t-student) Ø justamente permitir
que a simetria seja um caso especial.
A evolu￿ªo das caudas superior e inferior segue a equa￿ªo adotada em Patton
(2002),
￿U
t = e ￿
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A evolu￿ªo das dependŒncias de cauda superior e inferior no tempo estÆ
ilustrada na Figura 6.4.2.1.
Dentre as trajet￿rias das dependŒncias de caudas, destaca-se a evolu￿ªo tanto
da cauda inferior como da cauda superior, onde a dependŒncia de ambas as cau-
das apresentaram-se, em torno de 2007, acima da dependŒncia mØdia constante.
De fatos, as duas dependŒncias permaneceram acima da mØdia incondicional em
torno de 80% das vezes no intervalo de crise.




























Figura 6.4.2.1 - C￿pula SJC - DependŒncia das caudas superior ￿U (verde, escala
esquerda) e inferior ￿L (azul, escala direita)
Para analisar a presen￿a de contÆgio ￿nanceiro foi utilizado o mesmo princ￿-
pio das c￿pulas gaussianas. Para as trŒs poss￿veis combina￿ıes, a c￿pula SJC
foi re-estimada com a presen￿a de quebras estruturais, dummies ￿ segregando
os per￿odos de prØ-crise e crise, nos par￿metros que governam a evolu￿ªo dos
￿ndices de cauda, equa￿ıes 24 e 25, a ￿m de averiguar se houve uma mudan￿a
do processo nos dois per￿odos. Os resultados das estimativas sªo apresenta-
dos na Tabela 4 e nas ￿guras 6.4.2.2 e 6.4.2.3. Os valores das fun￿ıes log-
verossimilhan￿a apresentaram um melhor ajuste para os trŒs modelos em rela￿ªo
a ausŒncia de mudan￿a nos par￿metros.
Para o IBOVESPA, as estimativas das dependŒncias de ambas caudas in-
condicionais (￿) foram maiores (p-valor menor que 0.01) no per￿odo de crise,
representado um aumento de 70% da ocorrŒncia de eventos extremos positivos
56e um aumento de 50% da presen￿a de eventos extremos negativo, ambos condi-
cionados a ocorrŒncia dos mesmo no S&P500.
O modelo que envolve o FTSE nªo apresentou um aumento signi￿cante da
dependŒncia da cauda incondicional positiva
￿
￿U￿
e o aumento da dependŒncia
da cauda incondicional negativa Ø signi￿cante a 5%, indicando um aumento de
30% da ocorrŒncia de eventos negativas condicionada a ocorrŒncia dos mesmo
no S&P500.
Para o ￿ndice NIKKEI, as estimativas de ambas caudas incondicionais foram
signi￿cantes e maiores no per￿odo de crise (p-valor menor que 0.01), indicando
que a dependŒncia da cauda positiva mais que dobrou e a dependŒncia da cauda
negativa aumento em 45%.
Analisando o processo que governa a dependŒncia na cauda superior, o
par￿metro ￿￿ que mede a persistŒncia do processo foi maior para a rela￿ªo
que envolve o FTSE e, para a dependŒncia na cauda inferior, ele foi maior no
modelo com o IBOVESPA.
No que se refere a dependŒncia na cauda superior, a œnica rela￿ªo que ap-
resentou uma mudan￿a em todos os par￿metros que governam a dependŒncia
foi entre o IBOVESPA e o S&P500. O par￿metro ￿!, que representa o deslo-
camento no n￿vel do processo, foi positivo e signi￿cante (em torno de 0.70),
representando um aumento no n￿vel da dependŒncia ￿evidŒncia da presen￿a de
contÆgio. Para as outras duas rela￿ıes, esta variÆvel dummy nªo foi signi￿cante.
O par￿metro ￿￿ foi signi￿cante para os modelos envolvendo o IBOVESPA e o
FTSE, indicando uma mudan￿a de persistŒncia entre os dois per￿odos. Para a
57rela￿ªo envolvendo o NIKKEI nªo houve evidŒncias de mudan￿as de persistŒn-
cia.
O padrªo de contÆgio foi mais evidente para o processo que governa a de-
pendŒncia na cauda inferior. O modelo envolvendo o IBOVESPA continou apre-
sentando uma mundan￿a em todos os par￿metros que governam ￿L. Em rela￿ªo
a ￿!, o par￿metro mostrou-se positivo e signi￿cante para as rela￿ıes envolvendo
o IBOVESPA e FTSE (em torno de 4.3 e 3.1, respectivamente), indicando que no
per￿odo de crise houve um deslocamento para cima no processo de dependŒncia.
Para a rela￿ªo envolvendo o NIKKEI, o mesmo par￿metro foi tambØm positivo,
porØm signi￿cante apenas a 10%. O par￿metro ￿￿ foi signi￿cante para todos
os modelos, sugerindo que nesse per￿odo houve, em rela￿ªo ao S&P500 e aos
mercados estudados, uma mudan￿a de persistŒncia na evolu￿ªo de ￿L.
58Tabela 4: Estimativas das copulas condicionais: SJC
C￿pula SJC ￿cauda superior ￿U
Rela￿ıes !￿ ￿￿ ￿￿ ￿! ￿￿ ￿￿
IBOVESPA ￿ S&P500 1.466 -5.199 -3.328 0.703 -1.908 4.273
(0.189) (0.965) (0.548) (0.191) (0.444) (0.393)
FTSE ￿ S&P500 1.847 -6.158 -5.100 -0.796 0.537 3.419
(0.312) (0.476) (0.472) (0.436) (1.919) (1.468)
NIKKEI ￿ S&P500 1.212 -8.342 -5.732 -1.330 10.428 2.646
(0.671) (2.863) (0.990) (0.825) (1.739) (3.538)
C￿pula SJC ￿cauda inferior ￿L
!￿ ￿￿ ￿￿ ￿! ￿￿ ￿￿
IBOVESPA ￿ S&P500 -1.650 -1.328 3.692 4.246 -6.663 -6.187
(0.152) (0.401) (0.227) (0.373) (0.609) (0.629)
FTSE ￿ S&P500 -0.271 -4.545 1.160 3.102 -5.029 -5.012
(0.453) (1.124) (1.019) (0.907) (3.719) (0.778)
NIKKEI ￿ S&P500 1.547 -6.099 -4.766 0.911 -2.458 1.143







IBOVESPA ￿ S&P500 0.322 0.330 0.556 0.506 -620.08 -611.09
(0.029) (0.029) (0.002) (0.011)
FTSE ￿ S&P500 0.281 0.269 0.337 0.355 -391.25 -383.06
(0.029) (0.030) (0.041) (0.038)
NIKKEI ￿ S&P500 0.141 0.240 0.334 0.351 -296.72 -287.42
(0.032) (0.029) (0.042) (0.035)
Obs: Os valores entre parŒnteses sªo os erros padrıes. A coluna LL representa os valores da log-
verossimilhan￿a, sob a presen￿a de quebra estrutural. A coluna ll representa os mesmos valores
sem a presen￿a de quebra. Os valores ￿i sªo as estimativas da c￿pula constante, i.e. a c￿pula
SJC Ø estimada sem a equa￿ªo de evolu￿ªo 5.3 no per￿odo prØ crise (1) e durante a crise (2).
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Figura 6.4.2.2 - Copula SJC ￿dependŒncia da cauda superior ￿U com a presen￿a de
quebra estrutural
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Figura 6.4.2.3 - C￿pula SJC ￿dependŒncia da cauda inferior ￿L com a presen￿a de
quebra estrutural
Os resultados encontrados pela c￿pula SJC apontam para claros sinais de
contÆgio entre o S&P500 e o IBOVESPA, levando a caracteriza￿ªo desses merca-
dos como altamente dependentes. Ainda, as evidŒncias apontam que na presen￿a
60de um choque em um deles, essa dependŒncia aumenta de forma signi￿cativa.
Sob o ponto de vista da teoria de carteiras internacionais, os resultados encon-
trados sugerem que os benef￿cios da diversi￿ca￿ªo nªo sªo vÆlidos para carteiras
com ativos desses dois pa￿ses, principalmente para as carteiras mantidas durante
a crise do Subprime.
Os sinais de contÆgio encontrados pela c￿pula SJC nªo foram tªo claros para
outros modelos envolvendo o FTSE e o ￿ndice NIKKEI27. Para a dependŒncia
da cauda superior, i.e. contÆgio extremo de eventos positivos, uma mudan￿a
de persistŒncia foi identi￿cada apenas para a rela￿ªo entre o FTSE e o S&P500
e nenhum dos modelos apresentou um deslocamento positivo e signi￿cante do
n￿vel de dependŒncia. JÆ para a dependŒncia da cauda negativa, i.e. contÆgio
extremo de eventos negativos, os sinais de contÆgio foram, relativamente, mais
vis￿veis. Ainda que os dois modelos nªo apresentem uma mudan￿a em todos os
par￿metros de ￿, foi detectado um deslocamento positivo e signi￿cante do n￿vel
de ￿L. Ambos os processos apresentaram, tambØm, mudan￿as de persistŒncia
de ￿L, durante o per￿odo de crise.
27As evidŒncias encontradas para o mercado japonŒs vªo contra as encontradas em Horta,
Mendes e Viera (2007). De uma lista de 7 pa￿ses desenvolvidos, o mercado japonŒs foi o que
apresentou maiores evidŒncias de contÆgio ￿nanceiro. Entretanto, nossos resultados nªo sªo
diretamente comparÆveis uma vez que utilizamos amostra e ￿ndices de mercado diferentes.
617 Conclusªo
O presente artigo testou a hip￿tese de ocorrŒncia de contÆgio ￿nanceiro
durante a crise do Subprime entre quatro distintos mercados no mundo.
A de￿ni￿ªo de contÆgio ￿nanceiro adotada foi a proposta por Rigobon (2002)
a saber, como o aumento signi￿cante da dependŒncia entre mercados ap￿s
choque em um pa￿s espec￿￿co, nos moldes da classe shift-contagion. Nªo com-
p￿s o escopo do teste aqui em questªo considerar os fundamentos econ￿micos
espec￿￿cos de cada pa￿s envolvido, na mesma linha exibida em Pesaran e Pick
(2007) e Mar￿al et al. (2010).
A hip￿tese da ocorrŒncia de contÆgio foi testada por meio da teoria c￿pulas.
A c￿pula gaussiana foi utilizada para modelar as dependŒncias entre mercados
sob a ausŒncia de eventos extremos (i.e. num ambiente cotidiano), e a c￿pula
SJC foi utilizada para captar as dependŒncias entre mercados sob eventos ex-
tremos positivos e negativos.
Os resultados encontrados para c￿pula gaussiana apontam a presen￿a de con-
tÆgio no mercado brasileiro, sob um completa intensi￿ca￿ªo dos canais de trans-
missªo durante o per￿odo de crise, e algum efeito signi￿cante sobre o mercados
de Londres. Esta c￿pula nªo apresentou sinais de contÆgio no mercado japonŒs,
indicando uma ausŒncia de altera￿ªo do canal de transmissªo de choques du-
rante o per￿odo de crise.
Os resultados encontrados para c￿pula SJC exibiram sinais de contÆgio entre
o mercado americano e brasileiro, nos ambientes de eventos extremos positivos
e negativos. Para os outros dois mercados, londrino e japonŒs, as evidŒncias da
62presen￿a de contÆgio nªo mostraram-se su￿cientemente claras. A c￿pula SJC
nªo apresentou sinais de contÆgio sob eventos extremos positivos para estes dois
œltimos mercados. No que se refere-se a dependŒncia durante eventos extremos
negativos, a c￿pula SJC indicou sinais de contÆgio para ambos os mercados
londrino e japonŒs, encontrando um deslocamento positivo e signi￿cante.
Em re￿ exªo geral acerca de ambos os modelos (gaussiana e SJC), os merca-
dos americano e brasileiro apresentaram-se altamente dependentes em rela￿ªo
aos outros dois. A estrutura de dependŒncia condicional entre IBOVESPA e
S&P500 mostrou claras evidŒncias de contÆgio ￿nanceiro em ambos modelos.
Este estudo remata seu prop￿sito com a advertŒncia de que o mØtodo uti-
lizado para testar a hip￿tese da ocorrŒncia de contÆgio, bem como as evidŒncias
encontradas, nªo permitem concluir sobre a dire￿ªo causal entre o choque inicial
em um pa￿s e o pa￿s que sofre o contÆgio.
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